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Esercizi suggeriti di MISURA ED INTEGRAZIONE
1. Si considerino gli insiemi
A = {(x, y, z) ∈ R3; x2 + y2 + z2 ≤ 9, 1 ≤ z < 2},
B = {(x, y, z) ∈ R3; z ∈ Q}.
• L’insieme A e’ un boreliano?
• L’insieme B e’ un boreliano?
• Si calcoli µ3(A).
• Si calcoli µ3(B).
• E’ vero che µ3(A ∪B) = µ3(A)?.
2. Si considerino gli insiemi
A = {(x, y, z) ∈ R3; x > 0, y ≥ 0, x2 + y2 + z2 ≤ 4},
B = {(x, y, z) ∈ A; z ∈ Q}.
• L’insieme A e’ un boreliano?
• Si calcoli µ3(A).
• L’insieme B e’ un boreliano?
• Si calcoli µ3(B).
3. Si considerino gli insiemi
A = {(x, y, z) ∈ R3; z ≥ x2 + y2, 1 < z < 3},
B = {(x, y, z) ∈ A; z ∈ Q}.
• L’insieme A e’ un boreliano?
• Si calcoli µ3(A).
• L’insieme B e’ un boreliano?
• Si calcoli µ3(B).
4. Si considerino gli insiemi
A = {(x, y, z) ∈ R3; x2 + y2 + z2 < 9, z ≤ 1},
B = {(x, y, z) ∈ A; z 6∈ { 1
n
; n ∈ Z+}}.
• L’insieme A e’ un boreliano?
• Si calcoli µ3(A).
• L’insieme B e’ un boreliano?
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• Perche’ µ3(B) = µ3(A)?.
5. Siano
A = {(x, y, z) ∈ R3; x2 − y2 ≤ 1, |z| < 1},
B = {(x, y, z) ∈ A; z ∈ Q},
f : A→ R, f(x, y, z) = xy3z2, (x, y, z) ∈ A.
• L’insieme A e’ chiuso? E’ aperto? E’ misurabile?
• Perche’ esiste ∫A f?
• Si calcoli ∫A f .
• L’insieme B e’ un boreliano?
• Si calcoli ∫B f .
6. Siano
A = {(x, y) ∈ R2; y ≤ x2, |x| ≤ 1, |y| ≤ 1},
B = {(x, y) ∈ A; x 6∈ Q},
f : A→ R, f(x, y) = exy − 2, (x, y) ∈ A.
• L’insieme A e’ chiuso? E’ aperto? E’ misurabile?
• Perche’ esiste ∫A f?
• Si calcoli ∫A f .
• L’insieme B e’ chiuso? E’ aperto? E’ un boreliano?
• Perche’ ∫B f = ∫A f?
7. Siano
A = {(x, y) ∈ R2; x2 + y2 ≤ 4, x
2
4
+ y2 > 1},
f : A→ R, f(x, y) = x2 − y2, (x, y) ∈ A.
• L’insieme A e’ chiuso? E’ aperto? E’ misurabile?
• Perche’ esiste ∫A f?
• Si calcoli ∫A f .
8. Sia
A = {(x, y) ∈ R2; y 6= 1
n
, ∀n ∈ Z+}.
• L’insieme A e’ chiuso? E’ aperto?
• L’insieme A e’ misurabile?
9. Siano
A = {(x, y) ∈ R2; y < −x2, x2 + y2 ≤ 2},
f : A→ R, f(x, y) = x2y, (x, y) ∈ A.
• Perche’ esiste ∫A f?
• Si calcoli ∫A f .
2
10. Sia
A = {(x, y) ∈ R2; y 6∈ Q}.
• L’insieme A e’ chiuso? E’ aperto?
• L’insieme A e’ misurabile?
• Si determini µ2(A).
11. Siano
A = {(x, y) ∈ R2; y ≥ x2, y < 1
2
x2 +
1
2
},
f : A→ R, f(x, y) = xy2, (x, y) ∈ A.
• Perche’ esiste ∫A f?
• Si calcoli ∫A f .
12. Siano
A1 = {(x, y) ∈ R2; x = 1
n
, n ∈ Z+},
A2 = A1 ∪ {(x, y) ∈ R2; x = 0}.
• L’insieme A1 e’ aperto? E’ chiuso?
• L’insieme A2 e’ aperto? E’ chiuso?
• L’insieme A1 e’ misurabile?
13. Siano
A = {(x, y, z) ∈ R3; x2 + y2 = 1, |z| < 1},
f : A→ R, f(x, y, z) = exy + y3 + 17z, (x, y, z) ∈ A.
• Perche’ esiste ∫A f?
• Si calcoli µ3(A).
• Si calcoli ∫A f .
14. Si consideri il seguente sottoinsieme di R2:
A =
⋃
n∈Z+
{(x, y) ∈ R2; 0 ≤ x ≤ 1, y = xn}.
• (*) A e’ aperto? E’ chiuso?
• A e’ boreliano? E’ misurabile?
• Si calcoli µ2(A).
15. Si consideri l’insieme A = {(x, y, z) ∈ R3;x2 + 2z2 ≤ 1, | y |≤ 2}.
• A e’ compatto?
• Sia f : R3 → R, f(x, y, z) = xy2z − z3. Perche’ esiste ∫A f?
• Si calcoli ∫A f.
16. Si consideri l’insieme
A = {(x, y) ∈ R2; |x| < 1, y 6∈ Q}.
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• A e’ aperto? E’ chiuso?
• A e’ misurabile?
17. Si consideri la funzione
f : A ⊂ R2 → R, f(x, y) = xy2, (x, y) ∈ A,
dove
A = {(x, y) ∈ R2; x2 + y2 ≤ 2, x < y2}.
• La funzione f e’ integrabile su A?
• In caso affermativo, si calcoli ∫A f .
18. Il seguente insieme A e’ aperto? E’ chiuso?
A =
+∞⋃
n=1
{(x, y) ∈ R2; x2 + y2 = 1
n2
}.
19. Si provi che il seguente insieme B e’misurabile.
B = {(x, y) ∈ R2; |x| ≤ 1, x+ y 6∈ Q}.
20. Si stabilisca se la seguente funzione f e’ integrabile e, in caso affermativo, se ne calcoli
l’integrale.
f : A ⊂ R2 → R, f(x, y) = x3, (x, y) ∈ A = {(x, y) ∈ R2; y ≥ x2, x+ 2 ≥ y}.
21. Si consideeri il seguente sottinsieme di R2.
A =
⋃
n∈Z+
{(x, y) ∈ R2; y = x
2
n
}.
• A e’ aperto? E’ chiuso?
• Perche’ A e’ misurabile?
• Si calcoli µ2(A).
22. Si stabilisca se la seguente funzione f e’ integrabile e, in caso affermativo, se ne calcoli
l’integrale.
f : A ⊂ R2 → R, f(x, y) = x2y, (x, y) ∈ A = {(x, y) ∈ R2; x2+y2 ≤ 1, x+y ≤ −1}.
23. • Si consideri il seguente sottoinsieme di R2: A = ⋃n∈Z+{(x, y) ∈ R2; x2−y2 = 1n2 }.
• A e’ aperto? E’ chiuso?
• A e’ boreliano? E’ misurabile?
• Si calcoli µ2(A).
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24. • Si consideri l’insieme A = {x, y, z) ∈ R3;x2 − y2 ≤ 1, | z |≤ 2, | y |≤ 1}.
• A e’ compatto?
• Sia f : R3 → R, f(x, y, z) = xyz. Perche’ esiste ∫A f?
• Si calcoli ∫A f.
25. Si consideri il seguente sottoinsieme di R2:
A =
⋃
n∈Z+
{(x, y) ∈ R2; 0 ≤ x ≤ 1, y = xn}.
• A e’ aperto? E’ chiuso?
• A e’ boreliano? E’ misurabile?
• Si calcoli µ2(A).
26. Si consideri il seguente sottoinsieme di R2:
A = {(x, y) ∈ R2; | x |≤ 2, y 6= 1/n, n ∈ Z+}.
• A e’ aperto? E’ chiuso?
• A e’ boreliano? E’ misurabile?
• Si calcoli µ2(A).
27. Si consideri l’insieme A = {x, y, z) ∈ R3; 2 ≥ y ≥ 1, y ≥ x2, | z |≤ 3}.
• A e’ compatto?
• Sia f : R3 → R, f(x, y, z) = xyz. Perche’ esiste ∫A f?
• Si calcoli ∫A f.
28. Si consideri l’insieme A = {x, y) ∈ R2; 2 ≥ y ≥ 1, y ≥ x2}.
• A e’ compatto?
• Sia f : R3 → R, f(x, y) = xy. Perche’ esiste ∫A f?
• Si calcoli ∫A f.
29. Si consideri l’insieme:
A =
⋃
n∈Z+
{(x, y) ∈ R2; (x− 1
n
)2 + y2 = 1}.
• A e’ aperto? E’ chiuso?
• A e’ boreliano? A e’ misurabile?
• Si determini µ(A).
30. Sia
A = {(x, y, z) ∈ R3; x2 + 4y2 + 4z2 < 16}.
• A e’ compatto?
• Si consideri la funzione f : R3 → R, f(x, y, z) = xeyz. Perche’ esiste l’integrale ∫A f?
• Si calcoli ∫A f .
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